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La pubblicazione recente della traduzione francese di un opuscolo di 
A'. /. Lobalsclieirsky *), ba ricbiarnato l’attenzione dei Geometri sul si- 
stema di Geometria, clic col nomo di Geometria immaginaria* ) fu fon- 
dato da Lobalscliewsky sopra una teoria delle parallele diversa dalla or- 
dinaria teoria euclidiana. 

In questa Nota ho cercato di stabilire direttamente il principio che 
serve di base alla nuora teorica delle parallele, c quindi di pervenire, in 
modo diverso da Lohatschewsky, alle formolo che esprimono le relazioni 
tra te parti di un triangolo nel sistema della Geometria immaginaria. 

1. Se per indicare una determinata posizione della retta indelìnita £ 1 , 
che gira intorno ad un punto p in un piano P, conveniamo di adoperare 
il simbolo 

in cui : dinota la quantità delia rotazione della retta variabile passando 
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(la un’arbitraria posizione iniziale Cì„ all'attuale posizinne fi,, ed fé 
la caratteristica di un'ignota funzione, sarà 

n.=n_f(s— x)=fl^f(i-y) ; 


si avrà quindi per determinare F la relazione 


F{x)F{i—x) -F s) , 


ovvero, ponendo x=0, osservando che F(0)=1, e cambiando poi i 
in x-i-y, 

(') F{x+y)=F{x)F(s) . 

Derivando l’equazione (I) rispetto ad a:, e rispetto ad y, se ne dedur- 
rà, indicando con k una costante. 


F{x)~ Fin)- F{%)-'‘' 


e quindi , essendo e la base dei logaritmi naturali , 


(i) 


F(z)=x*‘=l + ± + 


i.i 


k’z‘ 


Girando indefìnitainento la retta fi intorno al punto p nel piano />, 
essa passerà periodicamente per ogni sua determinata posizione; questa 
proprietà dà il mezzo come determinare la costante k contenuta in F{z), 
però siccome, allorchò la variabile s è reale, la funzione e‘‘ non può 
riprendere periodie.amente gli stessi valori , a meno cho k non sia una 
quantità immaginaria pura , considereremo io voce di c' la funzione e ", 
essendo 

Chiamiamo, rispetto alla base k, coseno ciclico c seno ciclico di s le 


espressioni 

coss= t 
H 

k'z' 

h‘i‘ 

(3) 

~ i.ì 
i’i’ 

1 2.3.4 
*'s’ 
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langentt ciclica e cotangente ciclica ài t le funzioni ians=^' , cois=^^ ; 
sarà 


e“ ‘=0055+1 seni , 


= coss — iscns , 


1 + itans c ot5 + i 

* 1 — iUns ~ cols — i ’ 


relazioni da cui si ricavano faciliticnlo le noie espressioni di cos(a;-t-;/), 
scn(a;-l-y), Un(.T-i-j) e cotfic-t-y). 

Sia 2ir il valore di kz che dà 


,,w 2it . 2it 

e ' =cos-r — htsen-==l , 

k k 


sarà il periodo della funzione e**'; osservando che dalla condizione 
precedente si trae e"'= — 1) e'^=ii sarà per ogni valore intero, posi- 
tivo 0 negativo , di 2»+l , o pure di 2n, cos(2n+l)^=0 , o pure 
sen2n^=0, si avranno quindi lo espressioni, in prodotti continui , (*) 


(*) 




dalla seconda delle quali, ponendo kz = 


2 ’ 


si trae 


_ 2.2.4 . 4 .6.0 

2“l.3.3.a.5.7 ’ 

onde ir=3,14159 

Adunque, prendendo per unità di rotazione della retta O, intorno al 
punto p nel piano P, la quarta parte della rotazione, dopo la quale la 
retta ritorna per la prima volta alla sua posiziono iniziale si avrà —=i, 
e quindi k=^\ la quantità s nelle formolo precedenti sarà la mitura del- 
l'angolo compreso tra le rette fl„ ed £1., riferito all'angolo retto preso 
per unità. Per maggioro semplicità delle formolo supporremo k—t , il 
che corrisponde a prendere per unità degli angoli l'angolo retto diviso 
pel numero 

Agli stessi risultati si perviene se col simbolo II si convic- 



— C - 


uè (l'imlicurc una determinala |*usÌ 2 Ìunc del piano il clic gira iiilornu ad 
una retta /, essendo a la qnanlUà della rotatone del piano variabile pas- 
sando dalia posizione iniziale Cl^ all'attuale n, . Supponendo coiiic so- 
pra k= I , sarà s la misura dell'angolo compreso tra i piani ed H., 
essendo l'unità cui esso si riferisce l'angolo diedro retto diviso per 

Indichiamo ora col simbolo a> =x^F[i) una determinata posizione 
del punto a; che percorre una retta L, essendo s la quantità della progrea- 
nioite del punto variabile passando dalla posizione iniziale a.-„airatlualc 
Si avrà ancora l’equazione (2), però siccome, percorrendo il punto p la 
reità L indefinitamente, non si ha più la condizione del periodico pas- 
saggio di p per ogni sua determinata posizione, in tal caso la costante k 
dovrà ritenersi indeterminata. 

r.hiamiaino, rispetto alla Late k, Coseno iperbolico c Seno iperbolico di 


s le espressioni 

Cosi= t 


k'-.‘ ^ 

112 1.2.3. 4"^ 




Sen 


kz . k'z' i’:' 

1 1. 2. .t'*' 1.2.3.475"^ 


lungente iperbolica , e Cotangente iperbolica di s le funzioni 


Coss 

tots = - — ; 
Seri 2 


e '‘=Cos: — Seni 


,j,_ 1 -i-Tans _CoU — t 
I — Talli Coti —1 

iclazioni da cui si ricavano faciliucntc le espressioni di Cos'.r-t-p) . 
Sen(4;-i-y), Tan(.r-f-p) e ColV-t-y). 

In generale si passerà dalle funzioni cicliche alle iperboliche, o vi- 
ceversa per mezzo delle forinole 


ros: = Cosi , , iscni — . 

k k 

iuni=Tani 11 . — icoU=Coli4 ; 

k k 

mentre le funzioni cicliche hanno il periodo reale 2r, le funzioni iper- 
boliche hanno il periodo immaginario 2iy 

*) In vece dei nomi dì fuatioot cidtcht c i/vr'aoiu'l)'' p<iirvM»t‘ri) ad4)p^rl^c queiii di funtiutii di 
rvtaiione e di pn^rnìtont. 
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Nelle Ibrmolc precedenti la quantità s è la misura del segmento com- 
preso tra i punti ed , riferito ad un segmento arbitrario preso per 
unità; se per maggiore semplicità si voglia supporre A=1 , si prenderà 
per unità dei segmenti l’unità primitiva divisa per la costante k. 

2. Ciò premesso; consideriamo in un piano il sistema dei punti a; di 
una retta L, ed il sistema delle rette Cl che li congiungono con un punto 
p; se in, n sono due posizioni fisse di w, ed M, N sono le posizioni cor- 
rispondenti di n, per ogni posizione determinata di a>, o pure di là, il 

. Senm'u . sen.i/n , , , 

rapporta — -, o pure n rapporto y ovrà un solo valore, positivo 

o negativo, c viceversa per un valore positivo o negativo dell'uno o 
dell’altro di quei due rappoiti, il punto iv, o pure la retta là, prenderà 
una sola tlelerminala posizione; quindi osservando che ad ogni posizione 
di i£ corrispondo una sola posizione di l^à e viceversa, indicando con X 
una costante, si avrà evidentemente la relaziono 

Senmo ^senJ/n 

^ Scn»>n ~ scnnJV ’ 


Supponiamo i punti in ed n ad eguale distanza dal piede o della per- 
pendicolare 0 abbassata dal punto p sulla retta L, e quindi lo rette d/ 
ed A' egualmente inclinato alla retta 0; sarà X = l, sicché ponendo 
oa;=d, 011=0, l’equazione (1) darà 


(i) 


TanS Tanltnn 

= . ,.,7 — VOII. 

lanH Uiijd/.V 


Allorché il punto m percorre la retta L, nel verso positivo o negativo, 
da 0 airinllnito, Tanè prende lutt’i valori da zero a -1-1 oa — 1 ; nel li- 
mite delle posizioni di tn le rette corispondeuti là comprenderanno con 0 
(dall’una c dall'altra parte) un angolo A diverso dall’angolo retto (a meno 
che p non si trovi su di L) o determinato dall’equazione 


(3) 


tana = 


tanIJ/.V 
Taii^mii ’ 


si ha cosi il concetto fondamentale della teoria delle parallele di Luba- 
tschewsky, cioè che da un punto p si possono lirare due rette parallele ad 
una retta L, o sia due rette che incontrano L o distansa infinita. 
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Dalie equazioni (2) c (3) si ha 




Tans=!f-"?, 

UuA 


sicchèsaràTand^i, (e quindi 6 reale o immaginaria) secondo che ©5A; 
seguo da ciò che ogni retta £1 condotta perp, e compresa nell’angolo 2A 
incontrerà la retta L io un punto », alla distanza finita da o espressa da 


(■'■>) 


1 tanS-i-taiio 
2* * Una — Un» ’ 


ed ugni retta £1 condotta perp c compresa nell’angolo supplementare 
di iùk incontrerà la retta L in un punto, alla distanza ideale da o espres- 
sa da 


(S) 


« 



Un e -Man a . r 
lane — Un4"*”*2Jt ’ 


le due parallele condotte dal punto p alla retta L (e che l’incontrano a 
distanza infinita) segnano il passaggio dalle rette che , condotte per p , 
incontrano L in punti a distanza finita a quello che incontrano L in punti 
a distanza ideale. I punti ideali d’incontro delle rette H con la retta L 
li riguarderemo come punti della retta al di là dell'infinito. 

L’equazione (3) mostra che variando la distanza 5 del punto p dalla 
retta L varia ancora rangola di parallelismo sicché il numero che espri- 
me l’angolo A sarà una certa funzione del numero che esprime la distan- 
za S ; ponendo cot A=4>(à) determineremo fra poco la funzione <I>; os- 
serviamo intanto che, per le diverse posizioni del punto p sulla perpen- 
dicolare 0 alla retta fìssa L, tutte le rette O per le quali il rapporto 
ha un determinato valore (minore, eguale, o maggiore dell’unità) 
incontreranno L in uno stesso punto (a distanza flnita, infinita, o ideale) 
determinato dall’equazione (d), e viceversa ; tutte le rette corrispondenti 
a 1^=00 , 0 sia tutto le rette perpendicolari ad 0, incontrano L nel 
punto ideale determinato da 6—i~, e tutte le rette corrispondenti ad 
ogni altro valore di maggiore dell’ unità, incontrando L nel punto 
ideale determinato dall’equazione (6), saranno tutte perpendicolari ad 
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una ttasa retta, ciuò alla retta perpendicolare ad L condotta pel punto 
determinato da 

, 1 , tano + lani 

9 — — loK : 

2* ” Un»— Uni 

acgue da ciò che ogni punto d’incontro idealo di duo rette si può consi- 
derare come punto d'incontro ideale di due rette qualunque perpendico- 
lari ad una medesima retta. Il punto ideale nel quale concorrono tutte le 
rette perpendicolari ad una stessa retta (il quale dista per da tutt'i 
punti della medesima) si dirò il polo di quella rett?. 

Se nelle forinole precedenti la costante k si suppone eguale a zero, IV- 
quazione (2) riduccndosi a 

6 imn 

Uiia~Un;,tfiV ' 

si fa 'manifesto che l'angolo di parallelismo sarà retto, qualunque sin la 
distanza del punto p dalla retta /. ; in tale ipotesi tutte lo rette condotte 
per p incontrano quindi L a distanza finita, ad ccceziono delle due i>aral- 
tele coincidenti, le quali incontrano K in due punti coincidenti aW in finito. 
Si ha cosi il concetto fondamentale della teoria delle parallele di Euclide. 

Le due teorie delle parallele, di Lobatschewsky e di Euclide, corri- 
spondono a due concetti diversi che possiamo formarci della linea retta, 
relativamente ai suoi punti all'Infinito. Secondo Lobatschewsky, la linea 
retta, a partire da ogni suo punto o, si distende aU'inflnito dall'una c 
dall'altra parte di o, però i suoi due punti airinllnito, in parti opposto 
di 0 , sono tra loro diitinli, sicché non si potrò passare sulla retta dall’una 
all'altra parte di o, se non passando per o nel campo finito della retta (dai 
valori positivi cioè ai negativi della distanza 3 di un punto p della retta 
da 0 , passando per zero) o pure attraversando un campo ideale della retta 
al di là dell’infinito (passando cioè * per valori immaginarli). Secondo Eu- 
clide al contrario, la linea retta distendendosi ancora all’indnito dall’una 
e dall'altra parte di ogni suo punto o, i suoi due punti all’infinito in parti 
opposte di 0 sono tra loro coincidenti, vale a dire la linea retta è una linea 
indefinita rientrante in sé stessa, sicché si passerà sulla retta dall’una al- 
l'altra parte di o, passando per o , o pure pel punto della retta situato al- 
V infinito (dai valori positivi cioè ai negativi di 3 passando per zero o 
per oo). 

Considerando ora intorno ad un punto il sistema delle rette a> giacenti 
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in un piano P, cd il sislcmn dei piani Cì che passano per esse e per una 
fella /, si avrà analogamente ad (1) la relazione 

senrn»! _jSen.Wn 
. seoun seniiiV * 

e supponendo le rette m ed n egualmente inclinate alla retta o d’interse- 
zione del piano P col piano 0 ad esso perpendicolare o condotto ))cr la 
retta t, e quindi i piani H ed A' egualmente inclinati al piano 0, si avKi 
analogamente a (2] 

tanS 'tantniR 

— = — . .,n — 

tane tanJJ/Jy 


Allorché ai gira nel piano P, pel verso positivo o negativo, a partire 
da 0 , tanfi prende tutt'i valori da zero a +oo o a — oo , lo stesso avverrà 
quindi per tan0; sicché in tal caso non hanno luogo le osservazioni pre- 
cedenti intorno airincontro a distanza lìnita, infinita, o ideale di O e F; 
osserveremo solamente che determinando l’angolo A dall'equazione 


tan;tf.V 
Uaimn * 


onde 


tanO = 


tann 
tana ’ 


sarà l’angolo A funziono dell’angolo {compreso tra la retta l ed il piano 
P, sicché si avrà fra A o { una relazione della forma cotA = $({). 

tl. Cerchiamo ora lo relazioni tra le parti di un triangolo, c supponiamo 
in primo luogo che il triangolo abbia un angolo retto C-, siano A e B i 
due angoli obliqui, opposti rispeltivamenle ai lati a o à, e sia c l’ ipote- 
nusa ; per le cose dette si avranno evidentemente le relazioni 


(1) Tano = *(6)lanA , Tani=*(a)tanB , 

da cui si trae 


(*) 


sendr= 


senB= 


Tana 

l/Tan*a-t-**(^ 

Tani 

l/Tan•4+♦•(^) 


Sena 

à/Sen*o-H**(t)-hScn*a.**(t) 

Senà 

l/Scn* 4 -I- ♦* (o) 4 - Scn* 4 . ♦* (n) 


Osservando che, qualunque sia c, per sen A=0, o pure senfi=0, dovrà 
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essere n=0, o pure i— 0, e per sen/l = l, o pure senB=:l, dovrà es- 
sere a=c, 0 pure b=c, è facile vedere che senrl e seni? dovranno es- 
sere espressioni della forma 


seod 


m 
m ' 



inollrc dovendo essere evidentomenle c funzione simnielrica di a e à, tale 
sarà ancora f{c)-, si avrà quindi, per soddisfare a tali condizioni, 

(3) ♦(«) = ? na—/'{B) , ♦(t) = TanS=;/'(i) , 

o pure 

( i ) ♦(a)=rSeno=f(a) , ♦( i ) = Senà— f ( 6 ) . 


Liquazioni (3) corrispondono al sistema della Gcoinelria euclldiana: 
cd infatti dallo equazioni (1), (2), (3) si trae 


(5) 


_ Tana 

senA= rosfl = _ — , 

Tane 


senB = cos/l = 


Tanà 
Tane ' 


Tan*e = Tan'a t-Tan*6 ; 


ora abbassando daC la perpendicolare sull'ipotcnusa c, e chiamando z e 
i scftmenti di e adiacenti ad A e li, si avrà per le relazioni (5) 


Tana = Tan6cos A = , Tan,5=TanncosB=:^?^ , 

Tane Tane 

Tanc=Tan(«-f-lS)=Tan»-l-Tan,3 ; 

quest'ultima equazione conduce alla condizione SensSen/3=t), laonde 
essendo 

benx=zka + ^-i-.... , bcn?=»;^-t-— 

Z É a 5 £ > ti 


sarà A=0, e l' equazioni (5) si ridurranno alle note forniole della ordi- 
naria trigonometria piana 


( 6 ) 


a 

senA = cosB = - , 


senBr; eos.l , 

e 
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Le equazioni (-1) corrispondono invece al sistema della Geometria nun- 
eiiclìdiana; ed infatti dall’ equazioni (I), (2), (-t) si trae 

Sen 0 = S«n c scn .1 , Scn 6 ^ Seti c seti B • 

Tana = TanecosB , Tan6=.Tanccos.'t , 

(7) Cosc^CosaCosti colitcolB , 

roS/1 = Cosaseli B , eesB Cast seti. l , 

Tana — Senòtan.l , Tani- SenalanB, 

rlic sono (sotto forma alquanto diversa) le rcliizinni date da l.oba- 
tseliewsky '). 

Le formole (7) si riducono alle (6) allorché i lati del triansolo pro- 
posto sono infinitamente piccoli. 

Segue dalle cose dette che tra l’angolo di parallelismo A e la distanza 
ò di un punto p da una retta L si ha la relazione sen£tanA= I , onde 

(81 Uiia=Tr.!-- , sena = ;r^ . cosi = Tani; 

!«en^ Cos’f 

le formole (7) mostrano che l’angolo acuto compreso fra due rette s'in- 
contrano in un punto all’infinito è eguaie a zero, e quello compreso fra 
due rette che s’incontrano in un punto ideale ò espresso da ikS, essendo S 
la lunghezza delia loro perpendicolare comune. 

Gon un procedimento analogo al precedente si otterranno le relazioni 
tra le parli di un trièdro, che ha un angolo dièdro retto; queste rela- 
zioni si possono dedurre dalle formole (7) ponendo , i^, i j invece 
di a , c. 

Consideriamo ora un triangolo qualunque; siano a, b, c i suoi lati, 
valutati percorrendo il perimetro del triangolo per uno stesso verso, 
c siano zt, D, C gli angoli esterni del triangolo compresi tra (è.c), (c,aj, 
sia Y la perpendicolare abbassata dal vertice G sul lato e, e siano 


ÈUtlCk Cévm«tnqucs «le pf- :<7. 
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(f'»' (‘e)' ® (®.> '® *^“® P®’’*' dell’angolo C e del lato c determinate da y; 

si avranno evidentemente le relazioni 


sen /t Sen i = scn B Sen a = Scn 


tan C^= — 


cot^ 
Cosi ’ 


tanC(= — 


■/ . 
cotB 
Cosa * 


Tane,= — Tanicos/t , Tancj= — TanocosB , 


laa C^) — tali C — 


lan/tCosi+tanOCoso 
i — lan/ilanBCosaCosi ’ 


Tan(c,4-Cj)=: — Tanc = 


— TanocosB-Tan ò cosjÌ 
l-i-TanaTanicos4easB ’ 


dalle quali si ricava 


Sena Seni 

sciid senB ’ 


(9) 


tan/1 UiiB tanC 
Cosa Cosi CosaCosi 


— tan/llanBtanC=0 , 


Tana 

cos/i 


Tani 

cosB^ 


— ^^^^-=-l-TanaTantTaiic = 
cos.tcosB 


0 . 


Ponendo 


2* = 1 — Cos*a — Cos'ò — Cos*c H- 2CosaCos 6 Cose , 
a* =t— cos*d — cos'B— cos*C-f-2cos4cosBcosC , 


le formolo (9), con le loro analoghe, daranno 

Sen’o Sen*6 Sen'c — a* 

san*/4 sen*B~scn*C sen'/lsen’Bscn'C ’ 

sen'4 scn'B scn'C i’ 

Sen*a Scn*i Sen*c~Scn*a Sen'i Sen’c ’ 

Cosa =:CosiCosc +SeoiScnecosd , 

(10) Co$i=CoscCosa + SencScnacosB , 

Cose =CosaCosi + SenaSenicosC . 
cosyl=:cosBcosC— senBsenCCosa , 
cosB— cosCcos/1— senCsondCosi , 
cosC=cos/lcosB — senAseiiBCose , 

«* 
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e Ire qualunque di queste equazioni serviranno per esprimere le relazioni 
fra i lati e eli angoli di un triangolo. 

® /I 2? C 

Le equazioni (10) restano inalterate ponendo ij, ij, ij, ika, ikb, ike 

invece dì a, b, c, A, D , C\ seguo da ciò clic ad ogni triangolo ne corri- 
sponde un altro ideale, ed i vertici di ciascuno di questi due triangoli 
corrispondenti sono rispettivamente i poli dei lati dell’altro. 

Le runnole (10) si riducono alle note formole della ordinaria Trigo- 
nometria piana allorché i lati del triangolo proposto sono innnitamente 
piccoli. 

Con un procedimento analogo al precedente si otterranno le relazioni 
tra le parti di un triedro, le quali si possono dedurre dalle equazioni (10) 
ponendo i-, invece di a, i, c. 

Da quanto precede si fa manifesto che nella Geometria del piano le 
relazioni metriche delle (igurc dipendono dalla costante k, la quale non 
polendo essere determinata a priori (a meno che tra i due concetti della 
linea retta, esposti precedentemente, non si voglia prescegliere l’ou- 
clidiano} dovrà ritenersi , nella scienza pura, come assolutamente imle- 
lerminaitt ; se per 1' omogeneità dallo formole si pone kl = l, sarà l la 
lunghezza di una certa retta, la quale si deve cercare di detcrminari' 
allorché si vuol procedere alle applicazioni pratiche della Geometria ; 
per ottenere ciò basta eseguire una sola esperiema, misurare cioè le parti 
di un triangolo (l’unità degli angoli essendo l’angolo retto diviso pel 
numero e l’unità delle lunghezze una retta arbitraria), e sostituendo 
i numeri che le rappresentano in una delle equazioni (IO) (o in altra che 
se ne deduca) ricavare da essa il numero 4; si avrà quindi l eguale alla 
retta presa per unità , divisa per 4. Per esempio se o ed A sono il lato 
e l'angolo di un triangolo equilatero, e quindi equiangolo, si avrà per de- 
terminare 4 l’cquaziune 

, , 1 - 1 - 1 / Icus’J.l — 1 

ia=log — , 

1 — t/4cos*;.l-l 

si trova cosi (dipendentemente dai nostri mozzi di osservazione , ed in 
relazione alla nostra stessa organizzazione) per 4 un valore tanto piccolo 
che l eccede tutto ciò che è misurabile per noi; siamo quindi ricondotti 
nella pratica alla Geometria cuclidiana. 

Se la retta / si prende per unità di lunghezza le formolc(IO)diverranno 
più semplici, dovendosi supporre allora 4=1. 
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4. Se per i punti iiicdii dei lati a, c di un triangolo s'innalzano le 
perpendicolari, esse s'incontreranno in uno stesso punto (a distanza Unita, 
infinita, o idealo) il quale sarà ad eguale distanza dai vertici A, D ,C del 
triangolo; chiamando r il raggio del circolo circoscritto al triangolo, ed 
>, /3, y gli aitgoli al centro, opposti ai suoi lati, si avranno le relazioni 

S«nìo_Scnì6 Sonic 

seni» ~ seni,? seni/ ’ 

(I) 


dalle quali , ponendo per brevità 

n “ = ( Scn Y o -4- Sen 1 4 -I- Scn Y e) (Scn Y à 4- Si'ii Y c — Srn j n ) 
(Scn-YC+SenY-a — S«nYt)(S8ii y«+Sciiy 4 — Seii }*) 

si ricava 
( 2 ) 

Sia a <6<c; il centro del cerchio sarà a distanza finita, infinita, o ideale, 
secondo che si ha 

ScD In+Scn Y4^Sen yc . 

Tutt’i punti del circolo sono ad eguale distanza non solo dal centro, 
ina ancora dalla retta di cui quel centro è il polo; tale retta cade a di* 
stanza ideale, infinita, o finita, secondo che il centro cade a distanza fi- 
nita, infinita, o ideale; la distanza S dei punti del circolo dalla retta 
che ha per polo il suo centro è data dalla forinola 

fi) ScnigSenitSenic ^ 

ili 

Tutt’i circoli che hanno lo stesso centro (a distanza finita , infinita, 
n ideale] tagliano ortogonalmente tutte le rette condotte per esso; se s,s' 
ed S, S‘ sono due archi c due settori corrispondenti ad uno stesso an- 
golo A al centro comune dei circoli di raggi p e p', si avrà 

. s Cir.f Senj» S Sup p Sen'lp 

»' “Cir.p' Senp' ’ S' Sup.p'“”Sen*5p’ ’ 


Sear = 


ScnisScnì4Senlc 
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se p' è infinitamente piccolo, verrà 

» Cir.p Senp 

S Sup.p Scn’ìp 

2-z^ k ’ 

ÌA~ - SI.* ■ 

c quindi 


A 

s=-j-bettf , 

Cir.p=^Sonp , 

(5) 

- Cìr.e„ 1 

bup.(.=-p-Scn ^p = — Tan-p. 

Se il centro comune dei duo circoli è all'ifinito, ponendo p — p'=S, e 

chiamando t la corda dcU’arco s, 

sarà 



s'—se * , 

5'=Se * 

(•I) 


SScnJt 

„ 2Seoìt 

*- k 

’ f • 

Finalmente se il centro comune dei due circoli 6 ideale, indicando 
con £ c le distanze costanti dei loro punti dalla retta che ha il centro 

per polo, c con t la proiezione su 
avrà 

questa retta della corda dell’arco s, si 

8 Cos^ 

S Cos'H 

Cos^' * 

S' “Cos’J#" 

(7) 


#=tCos<? , 



5. Se il sistema delle rette condotte da un punto p ai diversi punti di 
una retta L si fa girare con L intorno alla perpendicolare 0 abbassata da p 
su di L,la retta L, girando intorno al piede o della perpendicolare, dcscri* 
veri un piano P perpendicolare ad 0, c si vedrà immediatamente per le 
cose detto quali siano lo rette condotte perp che incontrano P a distanza 
finita, infinita, o ideale; tutte le rette che incontrano P in un punto 
ideale sono perpendicolari ad uno stesso piano, di cui quel punto è il;>ofo. 

Nel sistema della Geometria non-eudidiana il piano è una superficie 
indefinita, essendo i suoi punti airinfinitn tutti distinti tra loro ed ap- 
partenenti ad una circonferenta di circo/o, che ha per centro un punto 
qualunque del piano ed il raggio infinito; similmente per lo spazio, i punti 
all’ infinito sono tutti distinti tra loro ed appartengono ad una superficie 
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sferica, che ha per centro un punto qualunque ed il raggio inlìnito. Al 
contrario nei sistema della Geometria euclidiana, il piano è una super- 
ficie indefinita e rientratile in sé stessa, avendo i suoi punti all’Infinito 
coincidenti a coppie con i punti di una linea retta; similmente lo spazio 
ò un continuo indefinito e rientrante in sé stesso, avendo i suoi punti al- 
l'infinito coincidenti a coppie con i punti di un piano. 

Senza entrare per ora in altri sviluppi sull'oggetto, esaniiniaiiio sola- 
mente il triangolo sferico determinato dallo intersezioni delle tro facce di 
un angolo solido, di vertice;!, con la superfìcie sferica descritta dalla 
rotazione intorno ad 0 del circolo di centro p e di raggio p. So A, W, C 
ed.o, b, e sono le inclinazioni delle facce, o gli angoli piani dcU'angolo 
solido (valutati come si è detto nel numero 3) saranno A, B, C gli angoli 
esterni del triangolo sferico, e le lunghezze a, dei suoi lati saranno 
dato dallo fomole 


(t) 

l’oncndo 


tk 


_ _ 7* _ 


Senp . 


(i) 


Jir — (A^D t-C)=l , 


è noto che e è la misura della superfìcie S del triangolo sferico (vale a 
dire per due triangoli appartenenti ad una stessa superfìcie sferica si ha 
= ® che il valore di z è dato dalla formola 


laQ’it = lan-j-(o+&+c)tzn-J (6+c— a)un j(e+o— 4)tan f(a+6— c) , 
(3) 0 sia 

un' i.= lan i * tan i Un 

• * Senp • Senp * Senp * Senp 


Potcnilo variare il secondo membro dell’equazione (5) da zero all’in- 
finito, sarà ( compresa tra zero e 2 t, sicché i triangoli appartenenti ad 
una superfìcie sferica che ha il contro a distanza finita, hanno la somma 
dei loro angoli esterni compresa fra zero e quattro retti. 

Se il centro della sfera cade a distanza infinita, essendo a, 6, c quan- 
tità infinitamente piccole, tale sarà pure s, sicché i triangoli appartenenti 
ad una superfìcie sferica col centro a distanza infinita avranno la somma 
dei loro angoli esterni eguale sempre a quattro retti; adunque per tali 
triangoli essendo 

« ^ _ 7 

senA scnB"~senC ’ 

(t) 


A-t-B+C=4ir , 
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Ira i luro lati ed i loro angoli si avranno le relazioni della ordinaria Tri- 
gonometria piana. 

Nel caso attuale pulendo porre nell'equazione (3) gli angoli invece delle 
loro tangenti , facendo 

(5) K* — ?)(«+?— v) . 

si avrà per due triangoli della superfìcie sferica di raggio infinito 

S' “ 


Se il centro della sfera cade a distanza ideale, essendo S la distanza 
comune dei punti della superfìcie sferica dal piano che ha il centro per 
poto , si avrà 


( 6 ) 


I 

Cos^ 


Tanj 


V 

Cosi ’ 


e nel caso particolare di 2=0, in cui la superfìcie sferica si riduce ad 
un piano , verrà 

(7) tan*.j«=Tan J^«-t-p-t-v)Tan j(?+ 7 — «)Tan-j(y-t-«— ?)Tan-y(«-t-i5— 7 ) . 

La quantità e, passando per zero, col variare del raggio, è ora dive- 
nuta negativa , sicché polendo variare il secondo membro dell’equazione 
(G) 0 (7) da zero all’unità, sarà s compresa tra zero 0 — ir, adunque i 
triangoli appartenenti ad una superfìcie sferiea che ha il centro a distanza 
ideale (come caso particolare i triangoli piani) hanno la somma dei loro 
angoli esterni compresa tra quattro retti e sci retti. 

Per due triangoli appartenenti ad una superfìcie sferica di raggio ideale 
(ed in particolare per due triangoli piani) si ha poi sempre la relazione 

S t 

S' t' 


Supposto «</3<‘7, il valore di £ 0 di < dato da una delle forniolc 
(5J, (G), (7) è reale, si annulla, 0 diviene immaginario, secondo che si 
ha segue da ciò che in un triangolo appartenente ad una super- 

fìcie sferica, col centro a distanza infinita, 0 ideale, il lato più grande 
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